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「注意事項」

1. 問題はA0問題が１題，A問題が５題，B問題が１２題ある。

A0は全員が解答すること。
A問題: A1,...,A5 の中から 任意に３題選んで解答すること。
（４題以上解答することは認められない。）
B問題: B1,...,B12 の中から 任意に１題選んで解答すること。
（２題以上解答することは認められない。）

2. 解答用紙は 5枚あるので，そのすべてに科目名，コース名と受験番号を記入のこと。

3. 各解答用紙には，解答しようとする問題番号を明記し，

１枚に１題だけを解答すること。

解答不能の場合も，解答用紙を持ち帰ってはならない。

4. 問題冊子は持ち帰ってもよい。



A0 X, Y を集合，f , g を X から Y への写像とする。以下の命題が正しいかどうか
答え，正しければ証明し，誤りならば反例を挙げよ。

(i) 任意の有限部分集合A ⊂ X に対し |A| = |f(A)|であることと，f が単射であること
は同値。ただし |A|はAの元の個数である。

(ii) A, B を Y の部分集合とするとき，A ⊂ B と f−1(A) ⊂ f−1(B)は同値。ただし，
f−1(A) = {x ∈ X | f(x) ∈ A}はAの f による逆像である。

(iii) 任意の部分集合A ⊂ Y に対し f−1(A) = g−1(A) であることと，f = gであることは
同値。

(iv) 任意の部分集合A ⊂ Xに対して f(g−1(f(A))) = g(f−1(g(A)))である。
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A1 r, nは 0 < r < nを満たす整数とし，W は Rn の r次元部分ベクトル空間で，
W⊥ は標準内積に関するW の直交補空間とする。また x1, . . . ,xr はW の正規直交基底，
xr+1, . . . ,xnはW⊥ の正規直交基底とする。このとき次の各問いに答えよ。

(1) 各ベクトル aに対し，
a+ b ∈ W かつ a− b ∈ W⊥

を満たすようなベクトル b ∈ Rnが一意的に存在することを証明せよ。また，a ∈ Rn

に対しこの bを対応させる写像 f : Rn → Rnは線形写像であることを証明せよ。さら
に，Rnの基底 x1, . . . ,xnに関する f の表現行列を求めよ。

(2) n = 3で，W =


x

y

z

 ∈ R3
∣∣∣ x+ y + z = 0

のとき，R3の標準基底に関する (1)の

f の表現行列を求めよ。

A2 以下の問いに答えよ。

(1) 不定積分
∫

log x

(1 + x)2
dx を求めよ。

(2) 広義積分
∫ ∞

0

log x

(1 + x)2
dx を求めよ。

(3) 3以上の自然数 nに対して∫ ∞

0

log x

(1 + x)n
dx = − 1

n− 1

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n− 2

)
となることを示せ。
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A3 実数全体の集合Rに，距離 dを

d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R

により定める。またX = R−{0}とし，RおよびXを d により距離空間とする。このとき
以下の問いに答えよ。

(1)

A =

{
1

n

∣∣∣ nは 0でない整数
}

はXにおける閉集合であるが，Rにおける閉集合でないことを示せ。

(2) Xは完備であるか。理由を述べて答えよ。

A4 XをN0 = {0, 1, 2, · · · }に値をとる離散確率変数とする。

(1) Xの期待値E[X]についての等式

E[X] =
∞∑
k=0

P (X > k)

を示せ。

(2) P (X ≥ k) =
6

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
(k ∈ N0) に対して E[X]を計算せよ。
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A5 以下のPascalプログラムを実行して，2以上 1000以下の整数nを入力したとする。

program test(input,output);

const max = 999;

var n, k: integer;

b, g: array[0..max] of 0..1;

begin

readln(n);

for k := 0 to n−1 do

begin

b[k] := 0; g[k] := 0;

end;

b[n] := 0;

repeat

for k := n−1 downto 0 do write(b[k]:1); write(’ ’);

for k := n−1 downto 0 do write(g[k]:1); writeln;

k := 0;

while b[k] = 1 do

begin

b[k] := 0; k := k+1;

end;

b[k] := 1; g[k] := 1 − g[k];

until k = n

end.

(1) 3を入力したとき，どのような出力があるか記せ。

(2) 上のプログラムを実行したとき出力される行の数を，nを使って表わせ。

(3) 出力の最初の行を第 0行と数えたとき，第 2i − 1− j行と第 2i + j行の関係およびそ
うなる理由を述べよ。ただし 0 ≤ j ≤ 2i − 1 で，最後の行は第 2i+1 − 1行以降となっ
ているように iを取るものとする。
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B1 一般に，群Gに対し，長さ有限のGの部分群の列

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {e}

で，各 i = 1, 2, . . . , nに対し，GiがGi−1の正規部分群でGi−1/Giがアーベル群になるよう
なものが存在するとき，Gは可解群であるという。

(1) G, Hは群，f : G→ Hは全射準同型写像とする。もしGが可解群ならば，Hも可解
群であることを証明せよ。

(2) H はGの正規部分群であるとする。もしH とG/H が可解群ならば，Gも可解群で
あることを証明せよ。

(3) p, qは相異なる素数で p > qであるものとし，Gは位数 pqの有限群とする。H が位
数 pのGの部分群ならば，HはGの正規部分群であることを証明せよ。また，これ
を用いて，Gは可解群であることを証明せよ。

B2

(1) 環 Z[X]/(X2 − 1)が整域でなくZ[X]/(X2 + 1)が整域であることを示せ。

(2) pを奇素数とするとき，環 Z[X]のイデアルとして

(Xp2−1 − 1) ⊂ (X2 + 1)

であることを示せ。

(3) pを奇素数とし，自然な準同型

Z[X]→ Z[X]/(p,X2 + 1)

における n ∈ Z, Xの像をそれぞれ n, Xと書く。このとき，任意の a, b ∈ Zに対して

(aX + b)p = aX + b

が成立するための pの条件を求めよ。

(4) 環 Z[X]/(p,X2 + 1)が整域であるための奇素数 pの条件を求めよ。
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B3 6角形 ABCDEF の 6頂点と 6辺からなる 1次元単体複体をK，3角形 PQR の 3

頂点と 3辺からなる 1次元単体複体を Lとする。
（以下で考えるホモロジー群はすべて整数係数とする。）

(1) Kと Lのホモロジー群を求めよ。

(2) Kから Lへの単体写像 φ : K → Lで，次の 2条件を満たすものをすべて求めよ。

(a) φ(A) = P，
(b) 誘導準同型 φ∗ : H1(K)→ H1(L)は単射であるが全射でない。

また，求めた φについて，φ∗の像を求めよ。

B4 ３次元ユークリッド空間内の開集合

D = {(x, y, z) | 0 < x2 + y2 + z2 < 1}

上で定義された１次微分形式

ω =
xdx+ ydy + zdz√

(1− x2 − y2 − z2)(x2 + y2 + z2)

について，以下の問いに答えよ。
(1) dω = 0となることを示せ。

(2) D上で定義されたC∞級関数 f で，方程式

df = ω

を満たすものが存在することを示せ。

B5 複素平面の原点を中心とするベキ級数

f(z) =
∞∑
n=1

1

n!
zn!

の収束半径を ρ とする。
(1) ρ を求めよ。

(2) f(z) は閉円板 {z ∈ C | |z| ≤ ρ} で連続な関数であることを示せ。

(3) F (z) = zf ′(z) とおく。有理数 α に対して lim
r→ρ−0

F (re2πiα) を求めよ。

(4) f(z) は開円板 {z ∈ C | |z| < ρ} より真に広い領域には決して解析接続されないこと
を示せ。
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B6 x(t)は tを変数とする関数とする。次の微分方程式

d2x(t)

dt2
+ 2(t− 1)

dx(t)

dt
+ (t2 − 2t+ 2)x(t) = te−t2/2

について以下の問いに答えよ。

(1) x(t)が解であるとき，y(t) = x(t)et
2/2とおく。y(t)が満たす二階常微分方程式をひと

つ与えよ。

(2) 初期条件 x(0) = −1, dx
dt

(0) = 1 に対する解 x(t)を求めよ。

B7 以下の問いに答えよ。

(1) 次の命題は正しいか。正しい場合は証明を，そうでない場合は反例を与えよ。

「fnを区間 [0, 1]上の実数値連続関数列とする。[0, 1]上の関数 f が

∀x ∈ [0, 1] f(x) = lim
n→∞

fn(x)

かつ lim
n→∞

∫
[0,1]

|f(x)− fn(x)|dx = 0

を満たすとする。このとき f は [0, 1]上の連続関数である。」

(2) fnを区間 [0, 1]上の実数値ルベーグ可測関数列とする。
∞∑
n=1

∫
[0,1]

|fn(x)|dx <∞

であるとき，測度零の集合E(⊂ [0, 1])が存在して，x /∈ E ならば
∞∑
n=1

fn(x)

が有限な極限値 g(x)を持つことを示せ。

(3) (2)のとき

lim
n→∞

∫
[0,1]

∣∣∣g(x)− n∑
k=1

fk(x)
∣∣∣dx = 0

を示せ。
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B8 X,Y は独立でともに平均 0, 分散 1 の正規分布に従う確率変数とする。W =

X + Y, Z = X/Y とおく。

(1) α ∈ Rに対して，E[eαX ] を求めよ。ただし，E[ · ]は期待値を表す。

(2) W の平均と分散を求めよ。またその確率密度関数を求めよ。

(3) E[W |X > 0, Y > 0]を求めよ。ただし，E[ · | · ]は条件付き期待値を表す。

(4) Zの確率密度関数を求めよ。

B9 X1, . . . , Xn,Θは実数値確率変数で，次を満たすものとする。

(i) Θは既知のパラメータα > 0, β > 0をもつベータ分布Beta(α, β)に従うとする。すな
わち，Θは密度関数

π(θ) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
θα−1(1− θ)β−1 (0 < θ < 1)

をもつ。ただし，Γ(a) =

∫ ∞

0

za−1e−z dz はガンマ関数である。

(ii) Θ = θ(0 < θ < 1)という条件の下で，X1, . . . , Xnは独立で，それぞれ 2項分布Bi(1, θ)

に従う。

また Y =
∑n

i=1 Xiとする。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) Θ = θという条件の下での Y の条件付き分布を求めよ。

(2) Y = yという条件の下でのΘの条件付き分布を求めよ。

(3) Θの平均 E[Θ]を求めよ。

(4) Θのベイズ推定量 E[Θ|Y = y]を求めよ。
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B10 hを関数とする。関数 f, gを計算するアルゴリズムが以下のように与えられて
いるとする。

f の計算アルゴリズム gの計算アルゴリズム
入力：x; 入力：x;

α← u(x); α← v(x);

y ← g(α); y ← h(α);

出力：y. 出力：y.

ここで，関数 u, vは多項式時間で計算可能な関数とする。また pu, pvは，任意の xに対して
|u(x)| 5 pu(|x|)および |v(x)| 5 pv(|x|)を満たすものとする。サイズ kの入力に対する u, v,

hの計算量を tu(k), tv(k), th(k)とする。このとき，以下の問いに解答せよ。

(1) 関数 f の計算量を評価せよ。

(2) 関数 hが多項式時間で計算可能ならば，f もまた多項式時間で計算可能となることを
示せ。

B11 次の Schemeのプログラムについて，以下の問いに答えよ。

(define (a x y)

(lambda (z) (x (y z))))

(define (b x)

(if (null? x) (lambda (z) z)

(a (lambda (z) (cons (car x) z)) (b (cdr x)))))

(1) ((a (b ’(1 2 3)) (b ’(4 5))) ’(6)) の評価結果を記せ。

(2) 任意の整数 n1, n2, . . ., ni, . . ., nk (i < k) に対し，

((a (b ’(n1 n2 · · · ni)) (t (b ’(ni+1 · · · nk)))) ’())

の評価結果が (n1 n2 · · · ni ni+2 · · · nk) となるような関数 t を定義し，そうなる
理由を述べよ。

(3) 任意の整数 n0, n1, n2, . . ., nk に対し，

((r (b ’(n1 n2 · · · nk))) ’(n0))

の評価結果が (nk · · · n2 n1 n0) となるような関数 r を定義し，そうなる理由を述
べよ。
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B12 等号付きの 1階述語論理の言語と，この言語に対する構造 M を考える。|M | に
よって構造 M の領域を表す。

(1) n を 2以上の整数とする。任意の構造 M に対して

M |= φn ⇔ |M | の要素の個数は n 以上

となる閉論理式 φn を求めよ。

(2) 任意の構造 M に対して

M |= T ⇔ |M | は（空でない）有限集合

となる閉論理式の集合 T は存在しないことを証明せよ。
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